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中学数学课程的两个漏洞

中学数学教材当中有两个逻辑上的漏洞：无限循环小数的定义和无理数的定义没有解释清

楚，本文对此进行了填补。

（一）、两漏洞

中学数学知识的起点（或基础）：分数也叫做比例数（rational numbers)及其算术—加、

减、乘、除。全体分数的集合记为 Q,全体正整数的集合记为 N+,全体整数的集合记为 Z.

缺失“分数序列的极限”的概念，整个中学的数学课程不得不留下两个逻辑漏洞。

第一个漏洞：初中二年级的定义，我们把它写成

定义 1 十进循环数叫做比例数（即分数，rational number);十进不循环数叫做非比例

数(irrational number), 统称为实数(real number).把十进数规范地写成

α := p+ 0.a1a2 · · · p ∈ Z, ak ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, k ∈ N+. (1)

其中 p叫做 α的整部，用符号 [α]表示。当 p = 0时，(1)右端的 p可隐去。

问题是：实数 α用等号右端的符号表示的具体含义是什么？

没讲！这是漏洞 1.即使 α是分数，例如 1
7 ,等式

1

7
= 0.1̇42857̇是什么意思？又如

√
2 =

1 + 0.4142 · · · , π = 3 + 0.1415 · · · 都是什么意思？

第二个漏洞：在第一个漏洞的基础上，高中一年级的课本上（见 普通高中课程标准试

验教科书《数学1》，必修，B版，人民教育出版社, 2007年第3版，2014年第18次印刷，第88页

第4 行)说：“我们在这里不能给出无理指数幂严格的定义”.（“无理数”是英文irrational

number—或其它同义外国文字的误译，宜译为“非比例数”）。也就是说，幂运算，从而随后

引入的指数函数，根本没有定义。这是漏洞 2.

（二）、填漏洞必须引入极限概念

定义 2 (比例数列的极限) 如果一列比例数(rational numbers) x1, x2, x3, · · · · · · 与一个比
例数 r满足下述条件：不管给定多小的正比例数 ε都找得到正整数 N 使得只要整数 n > N 就

成立 |r − xn| < ε, 那么就说数列 (x1, x2, · · · )收敛到极限 r，记做 xn → r (n → ∞)或

lim
n→∞

xn = r.

数列的常用记法是 {xn}∞n=1.符号“∞”读作“无限（穷）”，或“正无限（穷）”。

基本列（Cauchy 列）的概念：说 {xn}∞n=1是基本列，指的是,

∀ε > 0, ∃N ∈ N+ ∀m,n > N, |xm − xn| < ε.

明显可见，收敛的数列一定是基本列。
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两个数列等价的概念：当 {xn}∞n=1与 {yn}∞n=1满足 lim
n→∞

(xn − yn) = 0时，说它们等价。

（三）、填漏洞的工具—标准列

定义 3 (标准列) 把十进数

α = p+ 0.a1a2 · · ·

与一个比例数列 {An}∞n=1对应起来，其中分数

An = p+ 0.a1 · · · an (n ∈ N+) (2)

是小数点后只有 n位的“有限小数”，是本原表示的比例数。称数列 {An}∞n=1为与实数 α对等

的标准列。

把分数已知的表示形式 m
n m ∈ Z, n ∈ N+ (包括有限小数形式)叫做本原表示。

（四）、填漏洞 1

（甲）对“循环数叫做比例数”一语的理解 若(1)中 α是循环数，它对等的标准列记为

{An}∞n=1(见(2)）。那么存在本原表示的比例数 A使得

lim
n→∞

An = A. (3)

在这个意义上，说 α 是 A 的十进表示，两者之间划等号。这样，比例数除了本原表示外，又

有了一个十进表示。

(3)式是比例数的十进表示的充分必要形式。也就是说，对于任何一个分数（本原表示），

都存在一个标准列以它为极限。此事可用竖式除法证实。

（乙）对“不循环数叫做非比例数”一语的理解 不循环数本来只是一个符号，要使它们

具有“数”的功能，必须规定它们之间的算术运算，大小关系等对于比例数已知的各种概念，

并保持新建立的一切概念与对于循环数的已知概念完全协调。这通过基本列来完成。

一个技术细节：有限小数一定有两种十进表示，一种以 0为循环节，一种以 9为循环节。

例如数 0可以表示为 0 + 0.0̇ ,也可以表示为 −1 + 0.9̇.

规定两个数列（当前是比例数列）的算数运算通过它们的对应项的相应运算来实现。除法

要克服分母为零的情形：如果一个数列只有有限项为零，另一个数列被它除就从这有限项之后

开始。对于不以 9为循环节的十进数所对等的标准列来说，只有数字零（比例数）所对等的标

准列才可能有无限多项为 0 (实际是每项都是 0).

基本定理 任何一个比例数的基本列都等价于唯一一个不以 9为循环节的标准列。

定义 4 两个实数的算术运算结果，就是它们对等的标准列经同样运算所得基本列所等价

的标准列所对等的实数（十进数）。

实数（用十进表示，如定义 1）的集合记作 R. 其中定义了加减乘除四则运算。数零(

0 = 0+ 0.0̇)以及一切比例数，都有两个表示：除了十进表示，还保持有本原表示。接着就可规
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定正、负，大、小，绝对值。并且把关于比例数列的极限的概念直接推广到实数列的情形,一

切相关命题依然成立。

定理 1 每个十进数（即实数）都是它所对等的标准列的极限。

证 设实数（十进数） α如(1),它对等的标准列如(2). An是本原表示的比例数，它的十进

表示为

An = p+ 0.a1 · · · an = p+ 0.a1 · · · an0̇.

右端是一个以 0为循环节的十进数。按减法定义，及关于实数的正、负，大小关系的规定

0 ≤ α−An = 0.

n 个︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0 an+1an+2 · · · 6 10−n.

那么

lim
n→∞

(α−An) = 0. �

定理 1表达了对于“十进数叫做实数”（即定义 1）的确切理解。

至此，漏洞 1已经被填补。还有进一步的结果。

定理 2 实数的基本列收敛。

证 设实数列 {xn}∞n=1是基本列。设 xn的十进表示为

xn = pn + 0.xn1xn2 · · · .

取 yn = pn + 0.xn1 · · ·xnn 它是 xn 的十进表示截止于小数点后第 n位所得比例数的本原表示。

易见 0 6 xn − yn 6 10−n.所以 {yn}∞n=1是与实数列 {xn}∞n=1等价的比例数列。根据基本定理，

它等价于一个基本列。根据定理 1，此基本列收敛到它对等的实数。故实数列 {xn}∞n=1 也收敛

到此实数。 �

定理 2所表达的是“实数集 R的完备性”。在这个意义上，我们说“十进数把实数表示尽
了。于是 R = {十进数}.

（五）、填漏洞2

定理 3（开方） 设 α ∈ R, α > 0,m ∈ N+.那么存在唯一的正数 β 使得 βm = α.

证 只对 0 < α < 1的情形证明就可以了。

记 A1 = 0.a1 · · · am. A1 是 α所对等的标准列的第 m项. 那么，很明显存在唯一一个比例

数 B1 = 0.b1, b1 ∈ B满足 (B1)
m 6 A1 < A1 + 10−m 6 (B1 + 10−1)m. 即

(0.b1)
m 6 0.a1 · · · am < 0.a1 · · · am + 10−m 6 (0.b1 + 0.1)m.

接着,记 A2 := 0.a1 · · · a2m 是 α所对等的标准列的第 2m项. 那么，存在唯一一个 b2 ∈ B,使得
比例数 B2 := 0.b1b2满足

(B2)
m 6 A2 < A2 + 10−2m 6 (B2 + 10−2)m.
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一般地记 Ak = 0.a1 · · · amk, k ∈ N+. Ak 是 α所对等的标准列的第mk项. 那么，归纳地得到比

例数 Bk = 0.b1 · · · bk, bj ∈ B, j = 1, · · · , k,满足

(Bk)
m 6 Ak < (Bk + 10−k)m.

注意到 (Bk + 10−k)m < (Bk)
m + 10−k2m 得知 {(Bk)

m}∞k=1 和 {Ak}∞k=1 是两个等价的基本列.

它们收敛到同一个实数 α,即

lim
k→∞

(Bk)
m = α.

同时，由于 0 6 Bk+1 − Bk < 10−k,所以{Bk}∞k=1 是基本列.根据实数集的完备性,它收敛.记其

极限为 β.那么

βm = α. �

开方运算建立之后，指数为比例数的幂运算就自然建立起来了。

定义 2 (实指数次幂) 设 a > 0， α = p+ 0.a1a2 · · · 为任意实数(即十进数). 记 α所对等

的标准列的第 n项为 αn,( αn = p+ 0.a1 · · · an ∈ Q).规定

aα = lim
n→∞

aαn . (4)

称 aα为 a的 α次幂， a为底， α为指数。

需要指出，(4)中的数列 {aαn}∞n=1是基本列，它必定收敛。

然后，容易验证这样定义的幂满足我们“熟知”的一切算律。

至此，漏洞 2已经被填补。还有进一步的结果。

定理 4 若 y > 0, a > 0, x ∈ R, b ∈ R,则¬ lim
y→a

yx = ax;  lim
x→b

ax = ab. ¬叫做“幂函数

的连续性”；叫做“指数函数的连续性”。

证 为节省篇幅，只写出的证明。并且为了省却细节麻烦，假定 a > 1.这时根据幂运算

的算律：ax − ab = ab(ax−b − a0) = ab(ax−b − 1).

（六）、关于“填漏洞”的文化现象的说明

人类用不循环数表示非比数的常识,虽已历近2千年的实践，但是到19世纪被数学家发出了

理性的质疑. 几位大数学家花费了长达半个世纪的研究才把人类关于数的常识从感性的、直

观的认知上升到严格的、理性的理解。做这件事的主要是Hamilton(W.R), Dedekind, Cantor,

Weierstrass等. 其中Dedekind和Cantor分别创立了两种形式不同的理论(分别简称为D-理论

和C-理论).

《古今数学思想》（M. Kline,中译本，上海科技出版社，1981年第一版，第四册（第41页）

如下评述这一文化现象：

“数学史上最使人惊奇的事实之一,是实数系的逻辑基础竟迟至十九世纪后叶才建立起

来.”
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然而，无论是D-理论还是C-理论，都离我们的常识太远了点，以至于M.Kline （见上引文

献，第50至51页）评价说，“逻辑地定义出来的非比例数是一个智慧的怪物.”

此话的原文是“The irrational number, logically defined, is an intellectual monster”.

本文填补漏洞1的思想来自Cantor.


